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�WICZENIE 8
Stabilno±¢ ukªadów dynamicznych.

Podstawowym celem ¢wiczenia jest przeprowadzenie analizy stabilno±ci wybranych liniowych stacjo-
narnych ukªadów dynamicznych SISO na podstawie bezpo±redniego wyznaczania biegunów trans-
mitancji operatorowej, kryteriów analitycznych (metoda Hurwitza) oraz gra�cznych (metoda Nyqu-
ista). Badaniu podlega tak»e prosty ukªad regulacji automatycznej ze szczególnym uwzgl¦dnieniem
wpªywu nastaw regulatora na stabilno±¢ ukªadu. �wiczenie wymaga przeprowadzenia analizy teo-
retycznej oraz bada« symulacyjnych w ±rodowisku Matlab/Simulink.

1 Wprowadzenie

Zapewnienie stabilno±ci w pracy URA jest jednym z najwa»niejszych wymaga« i cz¦sto niezb¦dnym
warunkiem przy projektowaniu. Poj¦cie stabilno±ci jest intuicyjnie jasne i oznacza, »e ukªad po
wyprowadzeniu ze stanu równowagi sam powraca do tego stanu. Istnieje wiele de�nicji stabilno±ci i
stanu równowagi, podczas niniejszego ¢wiczenia przyj¦to de�nicj¦ Laplace'a, która mówi, »e ukªad
liniowy jest stabilny je»eli jego odpowied¹ na wymuszenie ograniczone jest równie» ograniczona.

Do okre±lenia stabilno±ci ukªadu otwartego czy zamkni¦tego (z zamkni¦t¡ p¦tla sprz¦»enia
zwrotnego) mo»na posªu»y¢ si¦ informacj¡ o biegunach transmitancji danego ukªadu. Warunkiem
niezb¦dnym i dostatecznym stabilno±ci URA jest, aby pierwiastki jego równania charakterystycz-
nego (bieguny transmitancji) znajdowaªy si¦ w lewej póªpªaszczy¹nie zmiennej zespolonej s, to
znaczy na lewo od osi urojonej. Je»eli chocia» jeden z pierwiastków znajduje si¦ w prawej póªpªasz-
czy¹nie, wówczas ukªad jest niestabilny. Ukªad znajduje si¦ na granicy stabilno±ci, je±li posiada
pierwiastek zerowy lub pierwiastki urojone (zespolone o zerowych cz¦±ciach rzeczywistych).

Obliczanie pierwiastków równania charakterystycznego nie zawsze jest ªatwe, a w niektórych
przypadkach transmitancja ukªadu nie jest znana. Wówczas mo»na wykorzysta¢ inn¡ metod¦ po-
zwalaj¡ca oceni¢ stabilno±¢. Podczas niniejszych ¢wicze« omówione zostan¡ kryterium Hurwitza
oraz kryterium Nyquista.

1.1 Kryterium Hurwitza

Kryterium Hurwitza sªu»y do okre±lenia czy dany ukªad posiada pierwiastki w prawej póªpªasz-
czy¹nie zmiennej zespolonej s. Niech równanie charakterystyczne ukªadu b¦dzie dane równaniem:

ans
n + an−1s

n−1 + . . . + a1s + a0 = 0, (1)

przy czym ai s¡ staªymi wspóªczynnikami. Ukªad b¦dzie stabilny (wszystkie jego pierwiastki
b¦d¡ znajdowa¢ si¦ w lewej póªpªaszczy¹nie zmiennej zespolonej s) tylko, gdy b¦d¡ speªnione oba
warunki:
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• Wszystkie wspóªczynniki równania 1 powinny mie¢ ten sam znak. Poniewa» równanie 1 mo»e
by¢ zawsze pomno»one przez (−1), warunek sprowadza si¦ do ai ≥ 0 .

• Ka»dy z podwyznaczników ∆i a» do rz¦du (n − 1), utworzony z wyznacznika gªównego ∆n,
powinien by¢ dodatni. Wyznacznik gªówny jest okre±lony nast¦puj¡co:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an−1 an−3 an−5 · · · 0

an an−2 an−4 · · ·
...

0 an−1 an−3 · · ·
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2)

Dla wyznacznika zde�niowanego równaniem 2 mo»na okre±li¢ przykªadowe podwyznaczniki:

∆1 = an−1,

∆2 =

∣∣∣∣ an−1 an−3

an an−2

∣∣∣∣ ,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
an−1 an−3 an−5

an an−2 an−4

0 an−1 an−3

∣∣∣∣∣∣ .
1.2 Kryterium Nyquista

Kryterium posiada du»e znaczenie praktyczne, bowiem wyznaczenie charakterystyki amplitudowo-
fazowej ukªadu otwartego jest mo»liwe zarówno na drodze analitycznej jak i do±wiadczalnej. Po-
zwala bada¢ stabilno±¢ zamkni¦tego URA na podstawie charakterystyki Nyquista ukªadu otwartego.
Mo»na wyodr¦bni¢ dwa przypadki kryterium Nyquista:

• ukªad otwarty jest stabilny: wówczas ukªad zamkni¦ty jest równie» stabilny, gdy charaktery-
styka Nyquista ukªadu otwartego nie obejmuje punktu (−1, j0) dla cz¦stotliwo±ci ω ∈ (0,∞);

• ukªad otwarty jest niestabilny i posiada m pierwiastków w prawej póªpªaszczy¹nie zmiennej
zespolonej s: wówczas ukªad zamkni¦ty jest stabilny, gdy charakterystyka Nyquista ukªadu
otwartego dla cz¦stotliwo±ci ω ∈ (−∞,∞) okr¡»a punkt (−1, j0) m razy.

2 Badanie stabilno±ci obiektu

Wniniejszym ¢wiczeniu rozwa»any b¦dzie obiekt drugiego rz¦du opisany nast¦puj¡c¡ transmitancj¡:

GO(s) =
k

a2s2 + a1s + a0
=

LO(s)

MO(s)
, (3)

przy czym warto±ci k, a2, a1 oraz a0 okre±la prowadz¡cy zaj¦cia.

2.1 W ±rodowisku Matlab okre±li¢ równanie mianownika oraz wyznaczy¢ warto±ci biegunów
transmitancji. Przedstawi¢ bieguny na pªaszczy¹nie zespolonej. Oceni¢ stabilno±¢ obiektu.

2.2 Przeanalizowa¢ odpowied¹ skokow¡ i impulsow¡ badanego obiektu.

2.3 Oceni¢ stabilno±¢ obiektu korzystaj¡c z metody Hurwitza.
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3 Badanie stabilno±ci URA

Rysunek 1: Przykªadowy URA.

3.1 W ±rodowisku Simulink zamodelowa¢ ukªad regulacji automatycznej o strukturze przedsta-
wionej na rysunku 1. Przyj¡¢, »e obiekt regulacji ma transmitancj¦ zde�niowan¡ równaniem
3, za± regulator jest regulatorem liniowym typu PI o wzmocnieniu kp oraz staªej caªkowania
(zdwojenia) Ti . Parametry regulatora okre±la prowadz¡cy zaj¦cia.

3.2 Zapisa¢ bieguny transmitancji toru otwartego. Okre±li¢ na tej podstawie stabilno±¢ toru
otwartego. Wniosek sprawdzi¢ na podstawie wyników symulacji odpowiedzi skokowej i im-
pulsowej wykonanych w ±rodowisku Matlab.

3.3 W ±rodowisku Matlab wykre±li¢ charakterystyk¦ Nyquista toru otwartego w zakresie pul-
sacji ω ∈ (0,∞).

3.4 Zapisa¢ analitycznie transmitancj¦ operatorow¡ ukªadu zamkni¦tego Gz(s).

3.5 Wyznaczy¢ warto±ci biegunów ukªadu zamkni¦tego i okre±li¢ stabilno±¢ ukªadu. W ±rodowi-
sku Simulink zbada¢ odpowied¹ ukªadu na skok jednostkowy.

3.6 Korzystaj¡c z kryterium algebraicznego Hurwitza sprawdzi¢, czy ukªad o transmitancjiGz(s)
jest stabilny.

3.7 Wniosek potwierdzi¢ na podstawie kryterium Nyquista wykorzystuj¡c charakterystyk¦
amplitudowo-fazow¡ uzyskan¡ dla toru otwartego w punkcie 3.3.

4 Wpªyw nastaw regulatora na stabilno±¢ URA

4.1 Zapisa¢ symbolicznie transmitancj¦ ukªadu zamkni¦tego.

4.2 Na podstawie kryterium Hurwitza wyznaczy¢ analitycznie zwi¡zek pomi¦dzy parametrami
kp i Ti, tak aby zapewni¢ prac¦ ukªadu regulacji na granicy stabilno±ci.

4.3 Podstawiaj¡c warto±ci parametrów obiektu do otrzymanej powy»ej zale»no±ci i wykre±li¢ w
±rodowisku Matlab krzyw¡ Ti = f(kp) wyznaczaj¡c¡ graniczne warto±ci parametrów regu-
latora. Wskaza¢ obszar pracy stabilnej i niestabilnej. Wybra¢ przykªadowe warto±ci kp i Ti

dla obszaru stabilnego.

4.4 Dla wyznaczonych w poprzednim podpunkcie parametrów regulatora, wykre±li¢ charaktery-
styki amplitudowo-fazowe ukªadu otwartego w ±rodowisku Matlab. Na podstawie kryterium
Nyquista zwery�kowa¢ stabilno±¢ ukªadu regulacji.

4.5 Obliczy¢ bieguny transmitancji Gz(s) dla wybranych parametrów regulatora i przedstawi¢ je
na pªaszczy¹nie zmiennej zespolonej s. W ±rodowisku Simulink zbada¢ odpowiedzi skokowe
i skomentowa¢ je w odniesieniu do poªo»enia biegunów transmitancji.


