Podstawy Automatyki

Politechnika Poznanska
Katedra Sterowania i Inzynierii Systemow

CWICZENIE 5

CHARAKTERYSTYKI CZESTOTLIWOSCIOWE PODSTAWOWYCH ELEMENTOW DYNAMICZNYCH.

Cwiczenie ma na celu poznanie charakterystyk czestotliwosciowych podstawowych elementéw dy-
namicznych oraz zaleznosci pomiedzy nimi. Podczas éwiczenia zostanie réwniez przebadany wplyw
zmiany wartosci parametréw obiektéw na te charakterystyki.

1 Wprowadzenie

W poprzednim ¢wiczeniu zdefiniowano dwa sposoby opisu wlasciwosci dynamicznych uktadu, row-
nanie rézniczkowe oraz transmitancja operatorowa. W niniejszym opracowaniu wprowadzony zo-
stanie kolejny sposéb, tzw. transmitancja widmowa.

Transmitancja widmowa G(jw) stanowi analogiczne wyrazenie do transmitancji operatorowej,
rézniace sie jedynie zamiang zmiennej s na jw, co mozna zapisa¢ nastepujaco:

G(jw) = G(s) |s=je (1)

Transmitancja widmowa jest rowna stosunkowi wartosci zespolonej odpowiedzi uktadu, wywotanej
wymuszeniem harmonicznym, do wartosci zespolonej tego wymuszenia, w stanie ustalonym. Trans-
mitancja widmowa opisuje zatem odtwarzanie przez uktad zmieniajacego sie sygnalu wejSciowego.

W ogélnym przypadku, gdy uktad dynamiczny jest pobudzony sygnatem harmonicznym, postaé
sygnatlu wejsciowego jest nastepujaca:

u(t) = Uy(coswt + jsinwt) = U, et @
gdzie U, jest amplituda sygnatu, a w jest réwna jego pulsacji. Dla tak zdefiniowanego sygnatu

wejsciowego odpowiedz ukladu ma réwniez charakter harmoniczny. Sygnal wyjéciowy ma taka
samg pulsacje w, jak sygnal wejsciowy, lecz inng amplitude Y, oraz przesuniecie fazowe ¢:

T(t) = Ya(cos(wt 4 ) + jsin(wt + ¢)) = Yyl @tH¢) (3)

Dla tak zdefiniowanych sygnaléw transmitancja widmowa przyjmuje postac:

G(jw) = = = Aw)e’?) (4)

[y

Modut opisanej transmitancji widmowej, jest rowny stosunkowi amplitud sygnaléw odpowiedzi i
wymuszenia:
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. Y,
G(jw)| = Aw) = 7 (5)
a
Argument transmitancji widmowej jest rowny przesunieciu fazowemu pomiedzy sygnatem wyjscio-
wym a wejSciowym:

arg G(jw) = ¢p(w) (6)

Transmitancje widmowa przedstawia sie réwniez w postaci algebraiczne;j:

G(jw) = Alw)cosp(w) + jAW)sinp(w) = P) + jQ() (7)

gdzie:

Q) = Im[G(jw) ®)

{Pw = Re[G(jw)
Transmitancje widmowa uktadu mozna wyznaczyé¢ doswiadczalnie poprzez wyznaczenie charakte-
rystyk czestotliwo$ciowych. W tym celu nalezy dokonaé¢ pomiaréw amplitudy i przesuniecia fazy
sinusoidalnego przebiegu wyjsciowego uktadu, gdy na wejscie doprowadzany jest sygnal sinuso-
idalny o staltej amplitudzie i czestotliwosci. Pomiary nalezy wykonaé dla réznych czestotliwosci z
zakresu (0, 00), nanoszac kolejne punkty charakterystyk. Istnieja dwa najczesciej stosowane rodzaje
charakterystyk czestotliwoSciowych:

e przedstawienie transmitancji widmowej w postaci charakterystyk amplitudowej (zaleznosé
modutu transmitancji widmowej A(w) od pulsacji w) oraz fazowej (zalezno$é¢ argumentu trans-
mitancji widmowej ¢(w) od pulsacji w). Dla kazdego uktadu tworzy sie dwie charakterystyki i
umieszcza jedng pod druga. Nazywane sa wowczas charakterystykami Bodego. Zazwyczaj
charakterystyki te wykresla sie w skali logarytmiczne;j.

e przedstawienie transmitancji widmowej w postaci charakterystyki amplitudowo-fazowej, na
plaszczyinie P(w), jQ(w). Transmitancja widmowa dla kazdej pulsacji, np. w = w; jest
liczba zespolona, ktora mozna przedstawic¢ za pomoca punktu o wspotrzednych P(w;), Q(w1).
Wykres ten nazywany jest charakterystyka Nyquista.

2 Badanie charakterystyk czestotliwosciowych podstawowych
liniowych obiektéw dynamicznych SISO

Po utworzeniu transmitancji obiektu mozna przebada¢ jego charakterystyki czestotliwosciowe. Funk-
cja bode stuzy do wykreslania charakterystyk amplitudowej i fazowej obiektu, natomiast nyquist —
charakterystyki amplitudowo-fazowej:

>> bode(transmitancja_obiektu)

>> nyquist(transmitancja_obiektu)
Istnieje rowniez mozliwosé okreslenia zakresu czestotliwosci, dla ktérych zostanie utworzony wykres.
Polecenia:

>> bode(transmitancja_obiektu, {wmin, wmax})

>> nyquist(transmitancja_obiektu, {wmin, wmax})
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wytworza wykresy Bodego oraz Nyquista dla czestotliwodci z zakresu (wmin, wmazx), przy czym
wartosci te sa podawane w [724].

Aby wyswietli¢ kilka wykresow w jednym oknie mozna postuzyé sie poleceniem hold on, lub
wywolaé¢ funkcje bode i nyquist z wieksza liczbg parametréow wejsciowych:

>> bode(transmitancja_obiektu, transmitancja_obiektu2, ...)

>> nyquist (transmitancja_obiektu, transmitancja_obiektu2, ...)

Funkcje wywolane bez podania argumentéw wyjsciowych, powoduja otworzenie nowego okna wy-
kresu zawierajacego odpowiednie charakterystyki czestotliwosciowe. W przypadku wywotania funk-
cji bode 7 parametrami wyj$ciowymi:

>> [mag, phase] = bode(transmitancja_obiektu, w)!

nastapi przypisanie zmiennej mag warto$ci modutu transmitancji widmowej, zmiennej phase - war-
tosci fazy, dla czestotliwosci zapisanych w wektorze w. Aby utworzy¢ wektor czestotliwosci w skali
logarytmicznej, nalezy wykorzystac¢ funkcje logspace. Przyktadowo:

>> w = logspace(-2, 2)

Utworzy wektor ztozony z 50 réwno roztozonych elementéw w skali logarytmicznej, z ktorych pierw-
szy bedzie réwny 102 a ostatni 102.
Aby uzyskaé¢ wartosci modutu w dB nalezy wywota¢ polecenie:

>> mag_dB = 20*1logl0(mag)
Dla funkcji nyquist parametry wyjsciowe:
>> [re, im] = nyquist(transmitancja_obiektu, w)

przyjmuja wartosci rzeczywiste (re) i urojone (im) transmitancji widmowej, dla czestotliwosci okre-
Slonych w wektorze w. Domy§lnie wykresy Nyquista rysowane s dla pulsacji w € R, jednak prak-
tyczna interpretacje posiada tylko zakres pulsacji w € (0,00). Negatywne czestotliwo$ci mozna
ukry¢ na wykresie, wykorzystujac menu kontekstowe wykresu (opcja Show).

2.1 Za pomoca polecenia tf utworzy¢ w Matlabie obiekty o transmitancjach podanych w kolej-
nych punktach zadania. Dla kazdego z elementéw wykonaé symulacje wykreséw Bodego, za
pomocy polecenia bode, oraz charakterystyk Nyquista, za pomoca polecenia nyquist. Prze-
analizowa¢ wplyw zmiany wartosci parametréw danych transmitancji.

2.2 Obiekt proporcjonalny (parametr k):
G(s)=k
2.3 Obiekt inercyjny I-go rzedu (parametry ki 7T'):
G(s) = o747
2.4 Obiekt inercyjny II-go rzedu (parametry ki T):
G(s) = ez

2.5 Obiekt oscylacyjny (parametry k, T, £):

_ k
G(s) = prrerstt

IParametr w jest opcjonalny.
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3 Okreslanie zwigzku pomiedzy charakterystykami Bodego a
charakterystyka amplitudowo-fazowa

Relacje pomiedzy charakterystykami Bodego, przedstawiajacymi wartosci Lm(w) i p(w) w zalez-

nosci od wartosci w, a wykresem Nyquista, prezentujacymi wartosci P(w) i Q(w), mozna mozna

otrzymac na bazie rownania 7. Rownania okreslajace zwiazek pomiedzy wartosciami Lm(w) i p(w),
a P(w) i Q(w) przedstawiono réwnaniem 9.

Lm(w) = 20log10 |G(jw)| = 20log1py/ P?(w) + Q?(w)
p(w) = arctan %
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Dodatek A

Charakterystyki czestotliwo$ciowe podstawowych obiektéw dynamicznych

. . harakterystyka
Nazwa obiektu Charakterystyki Bodego C araxierysty
amplitudowo-fazowa
Lm(®) a .
DOk Im[G(j@)]
Proporcjonalny A o) @ Re[G(jw)]
0° o 0 k
DU s Im[G(jo)]
. 20 dBldck @ T k =0
i i Re [Gjo)]
. e [G(jo
Inercyjny I-go tpo) ol
rzedu 150 N &
Lm(e)
20logk
Opozniajacy o) o2y i oo
@ 0 /m Re[G(jw)]
0 B J
Lm(@) Im [G(j)]
=0 k 0=0
Re[G(jm)]
Oscylacyjny 3
=)
& &:(6: (&
Lim(w) Im [G(jo)]
-20 dB/dekade =0
!
Calkujacy o) Re[G(jw)]
idealny . @ I ®
Lin(e) Im [G(®)] I
TG dpjaa kT @=n
20logk,T i «5\’;40 dB/dek Re [G()]
Calkujacy o) ey T
rzeczywisty R il W “
Lm(w)
fw L 20logk, T
Roézniczkujacy PN S @
rzeczywisty TN
: N |
o @ 0 Re[G(jm)]

Tablica 1: Charakterystyki czestotliwo$ciowe podstawowych obiektow dynamicznych.
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Dodatek B

Przyklady wyznaczania wykres6w Bodego i Nyquista
Obiekt proporcjonalny

Transmitancja operatorowa obiektu proporcjonalnego przyjmuje nastepujaca postac:
G(s) =k.
Dla obiektu mozna réwniez zapisaé transmitancje widmowg w formie:
G(jw) =k =k + j0 = ke?®
Na tej bazie mozna okresli¢ wartosci czesci rzeczywistej P(w) i urojonej Q(w) obiektu:

Pw)=k Qw)=0,

co przedstawia wykres charakterystyki amplitudowo-fazowej w Dodatku A.
Aby wykresli¢ charakterystyki Bodego, nalezy obliczy¢ wartosci modutu Lm(w) w skali loga-
rytmicznej oraz fazy ¢(w) obiektu:

Lm(w) = 20log |G(jw)| = 20log(k),

Qw) 0
= arctan — = 0.
P(w) k
Zatem, zaréwno modul jak i faza obiektu, sa niezmienne wzgledem czestotliwosci, co przedsta-
wiaja linie proste charakterystyk Bodego obiektu proporcjonalnego.

o(w) = arctan

Obiekt inercyjny I-go rzedu
Transmitancja operatorowa obiektu inercyjnego I-go rzedu jest postaci:

ok
14T

Mozna réwniez zapisaé transmitancje widmowsa, w formie:

G(s)

‘ k k(1 — jwT) k(1 — jwT) ko wkT .
P— p— e — _ — P .
CU%) = 13707 = T D)1 =) ~ 15217 ~ 17w Tqarpe = PWHQW)

7 powyzszego rownania wynikaja nastepujace postaci czesci rzeczywistej i urojonej:

B k B wkT
- 1—|—w2T2’ Q(W)__1+M2T2.
Przy zalozeniu, ze rozpatrywane beda tylko czestotliwoéci dodatnie, mozna wywnioskowaé, ze

Qw) <0.

Nastepnie na podstawie P(w) mozna obliczy¢ w:

P(w)

P(w) + P(w)w?T? =k,
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Po podstawieniu w do Q(w), mozna otrzymac:

k—P(w) kT k—P(w) k k k—P(w)
P(w)T? P(w) P(w)
Qw) = T EP@ire 4 P k kP(w) — P?(w).
+ Py + ) P(w)

Nastepnie przez podniesienie do drugiej potegi obu stron réwnania, otrzymuje sie:

Q? = kP — P?.
Po dopehieniu wzoru na kwadrat sumy:

1

1
P4+ PP—kP+-K - k=0
Q"+ + 1 1
otrzyma¢ mozna réwnanie kota:
1 1
Q*+ (P~ §k)2 = (§k)2-

7 przeprowadzonych wyzej obliczen wynika, ze charakterystyka Nyquista przyjmuje postaé
okregu o promieniu g oraz o $rodku w punkcie (%, 0). Jednak przy uwzglednieniu wczesniej
przyjetego zalozenia, ze Q(w) < 0 mozna wywnioskowaé, ze charakterystyka amplitudowo-fazowa
przyjmuje posta¢ potowy okregu (Dodatek A).

Wykreslanie charakterystyk Bodego rozpoczyna sie od obliczenia wartosci modutu transmitancji
w skali logarytmicznej:

: k 2 kT 2
Lin(w) = 20log|G(jw)| = 20009/ (rrtr) + (7= =

2 LAJ2 2
= 20l0g, /{2t = 20009/ (G2 = 2000y (s ) =

= 20log(k) — 20logV/1 + w?T? = Lm; (w) + Lma(w).

Ze wzgledu na skomplikowana posta¢ wyrazenia, dzieli sie je na dwie sktadowe. Kazda ze skta-
dowych przedstawia sie w formie wykresu, natomiast charakterystyka czestotliwo§ciowa amplitudy
Lm(w) jest ich suma. Skladowa stala Lmj(w) jest przedstawiona w postaci linii prostej (Rys.
1). Dla wyrazenia Lmso(w) nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki. Pierwszy to ten, w ktorym wieksze
znaczenie w argumencie logarytmu ma warto$¢ 1, tzn:

1> w?T? - w < #, wowcezas 20logy/1 + w?T? ~ 20logy/1 = 0.

W drugim przypadku, wieksze znaczenie posiada element czestotliwosci w?T2:

1 < w?T? = w > £+, wowczas —20logy/1 + w?T? ~ —20logVw?T? = —20log(wT).

Zatem skladowa Lmg(w) przyjmuje wartosé 0 dla malych wartosci czestotliwosci w < %, na-
tomiast dla wyzszych czestotliwosci przyjmuje postaé prostej, ktorej nachylenie nalezy obliczyc¢.
Nachylenie liczone jest dla jednej dekady, np.:

Lm(10w) — Lm(w) = (20log(k) — 20log(10Tw)) — (20log(k) — 20log(Tw)) =

= —20l0g(10Tw) + 20log(Tw) = 20log(L«-) = —20log(10) = —20dB/dekade.

10Tw
Wykres sktadowej Lms(w) oraz Lm(w) zostal przedstawiony na Rys. 1.
Aby wykresli¢ charakterystyke fazowa, nalezy obliczy¢ faze obiektu w zaleznosci od czestotliwo-
$ci:
( ) wkT

T 1xw2T?2 —wkT
= arctan % = arctan

P(w) T

p(w) = arctan

= arctan(wT).
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1 dekada_. I dekada

Lm(e) - _Lm

20log(k)

Rysunek 1: Charakterystyki Bodego obiektu inercyjnego I-go rzedu.

Obiekt calkujacy z inercja (charakterystyka Nyquista)

W niektérych przypadkach postaé czesci rzeczywistej i urojonej transmitancji widmowej obiektu jest
zbyt skomplikowana, aby obliczy¢ prosta relacje pomiedzy P(w) a Q(w). Dlatego charakterystyka
Nyquista jest wyznaczana na podstawie punktéow charakterystycznych. Przyktadem obrazujacym
taki przypadek jest obiekt caltkujacy z inercja:

k
G(s) = ——.
&)= Sa+sm)
Mozna zapisaé jego transmitancje widmowa w formie:

i —jk —jk(Q—jwT) _ —jk(1—jwT) _
G(]UJ) jw(lJr]wT) j; - w(1+jij) w(l+jwT)(1—jwT) = w(l4w?T?) —

—wkT . k .
= w(lJ:}oﬂTQ) - ]w(1+w2T2) = P(w) +]Q(w)
Zatem czeSci rzeczywista i urojona przyjmuja ponizsza postac.

—wkT k
w (1 4+ w?T?)’ Qw) = S w(l4w?T?)

Oblicza sie ich wartosci tylko dla pewnych charakterystycznych wartosci czestotliwosci, jak
opisano ponizej.

Pw) =



