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�WICZENIE 5
Charakterystyki cz¦stotliwo±ciowe podstawowych elementów dynamicznych.

�wiczenie ma na celu poznanie charakterystyk cz¦stotliwo±ciowych podstawowych elementów dy-
namicznych oraz zale»no±ci pomi¦dzy nimi. Podczas ¢wiczenia zostanie równie» przebadany wpªyw
zmiany warto±ci parametrów obiektów na te charakterystyki.

1 Wprowadzenie

W poprzednim ¢wiczeniu zde�niowano dwa sposoby opisu wªa±ciwo±ci dynamicznych ukªadu, rów-
nanie ró»niczkowe oraz transmitancja operatorowa. W niniejszym opracowaniu wprowadzony zo-
stanie kolejny sposób, tzw. transmitancja widmowa.

Transmitancja widmowa G(jω) stanowi analogiczne wyra»enie do transmitancji operatorowej,
ró»ni¡ce si¦ jedynie zamian¡ zmiennej s na jω, co mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

G(jω) = G(s) |s=jω (1)

Transmitancja widmowa jest równa stosunkowi warto±ci zespolonej odpowiedzi ukªadu, wywoªanej
wymuszeniem harmonicznym, do warto±ci zespolonej tego wymuszenia, w stanie ustalonym. Trans-
mitancja widmowa opisuje zatem odtwarzanie przez ukªad zmieniaj¡cego si¦ sygnaªu wej±ciowego.

W ogólnym przypadku, gdy ukªad dynamiczny jest pobudzony sygnaªem harmonicznym, posta¢
sygnaªu wej±ciowego jest nast¦puj¡ca:

u(t) = Ua(cosωt+ jsinωt) = Uae
jωt (2)

gdzie Ua jest amplitud¡ sygnaªu, a ω jest równa jego pulsacji. Dla tak zde�niowanego sygnaªu
wej±ciowego odpowied¹ ukªadu ma równie» charakter harmoniczny. Sygnaª wyj±ciowy ma tak¡
sam¡ pulsacj¦ ω, jak sygnaª wej±ciowy, lecz inn¡ amplitud¦ Ya oraz przesuni¦cie fazowe ϕ:

y(t) = Ya(cos(ωt+ ϕ) + jsin(ωt+ ϕ)) = Yae
j(ωt+ϕ) (3)

Dla tak zde�niowanych sygnaªów transmitancja widmowa przyjmuje posta¢:

G(jω) =
Y

U
= A(ω)ejϕ(ω) (4)

Moduª opisanej transmitancji widmowej, jest równy stosunkowi amplitud sygnaªów odpowiedzi i
wymuszenia:
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|G(jω)| = A(ω) =
Ya
Ua

(5)

Argument transmitancji widmowej jest równy przesuni¦ciu fazowemu pomi¦dzy sygnaªem wyj±cio-
wym a wej±ciowym:

arg G(jω) = ϕ(ω) (6)

Transmitancj¦ widmow¡ przedstawia si¦ równie» w postaci algebraicznej:

G(jω) = A(ω)cosϕ(ω) + jA(ω)sinϕ(ω) = P (ω) + jQ(ω) (7)

gdzie:

{
P (ω) = Re [G(jω)]

Q(ω) = Im [G(jω)]
(8)

Transmitancj¦ widmow¡ ukªadu mo»na wyznaczy¢ do±wiadczalnie poprzez wyznaczenie charakte-
rystyk cz¦stotliwo±ciowych. W tym celu nale»y dokona¢ pomiarów amplitudy i przesuni¦cia fazy
sinusoidalnego przebiegu wyj±ciowego ukªadu, gdy na wej±cie doprowadzany jest sygnaª sinuso-
idalny o staªej amplitudzie i cz¦stotliwo±ci. Pomiary nale»y wykona¢ dla ró»nych cz¦stotliwo±ci z
zakresu (0,∞), nanosz¡c kolejne punkty charakterystyk. Istniej¡ dwa najcz¦±ciej stosowane rodzaje
charakterystyk cz¦stotliwo±ciowych:

• przedstawienie transmitancji widmowej w postaci charakterystyk amplitudowej (zale»no±¢
moduªu transmitancji widmowej A(ω) od pulsacji ω) oraz fazowej (zale»no±¢ argumentu trans-
mitancji widmowej ϕ(ω) od pulsacji ω). Dla ka»dego ukªadu tworzy si¦ dwie charakterystyki i
umieszcza jedn¡ pod drug¡. Nazywane s¡ wówczas charakterystykami Bodego. Zazwyczaj
charakterystyki te wykre±la si¦ w skali logarytmicznej.

• przedstawienie transmitancji widmowej w postaci charakterystyki amplitudowo-fazowej, na
pªaszczy¹nie P (ω), jQ(ω). Transmitancja widmowa dla ka»dej pulsacji, np. ω = ω1 jest
liczb¡ zespolon¡, któr¡ mo»na przedstawi¢ za pomoc¡ punktu o wspóªrz¦dnych P (ω1), Q(ω1).
Wykres ten nazywany jest charakterystyk¡ Nyquista.

2 Badanie charakterystyk cz¦stotliwo±ciowych podstawowych

liniowych obiektów dynamicznych SISO

Po utworzeniu transmitancji obiektu mo»na przebada¢ jego charakterystyki cz¦stotliwo±ciowe. Funk-
cja bode sªu»y do wykre±lania charakterystyk amplitudowej i fazowej obiektu, natomiast nyquist �
charakterystyki amplitudowo-fazowej:

>�> bode(transmitancja_obiektu)

>�> nyquist(transmitancja_obiektu)

Istnieje równie» mo»liwo±¢ okre±lenia zakresu cz¦stotliwo±ci, dla których zostanie utworzony wykres.
Polecenia:

>�> bode(transmitancja_obiektu, {wmin, wmax})

>�> nyquist(transmitancja_obiektu, {wmin, wmax})
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wytworz¡ wykresy Bodego oraz Nyquista dla cz¦stotliwo±ci z zakresu (wmin, wmax), przy czym
warto±ci te s¡ podawane w [ rads ].

Aby wy±wietli¢ kilka wykresów w jednym oknie mo»na posªu»y¢ si¦ poleceniem hold on, lub
wywoªa¢ funkcje bode i nyquist z wi¦ksz¡ liczb¡ parametrów wej±ciowych:

>�> bode(transmitancja_obiektu, transmitancja_obiektu2, ...)

>�> nyquist(transmitancja_obiektu, transmitancja_obiektu2, ...)

Funkcje wywoªane bez podania argumentów wyj±ciowych, powoduj¡ otworzenie nowego okna wy-
kresu zawieraj¡cego odpowiednie charakterystyki cz¦stotliwo±ciowe. W przypadku wywoªania funk-
cji bode z parametrami wyj±ciowymi:

>�> [mag, phase] = bode(transmitancja_obiektu, w)1

nast¡pi przypisanie zmiennej mag warto±ci moduªu transmitancji widmowej, zmiennej phase - war-
to±ci fazy, dla cz¦stotliwo±ci zapisanych w wektorze w. Aby utworzy¢ wektor cz¦stotliwo±ci w skali
logarytmicznej, nale»y wykorzysta¢ funkcj¦ logspace. Przykªadowo:

>�> w = logspace(-2, 2)

Utworzy wektor zªo»ony z 50 równo rozªo»onych elementów w skali logarytmicznej, z których pierw-
szy b¦dzie równy 10−2 a ostatni 102.

Aby uzyska¢ warto±ci moduªu w dB nale»y wywoªa¢ polecenie:

>�> mag_dB = 20*log10(mag)

Dla funkcji nyquist parametry wyj±ciowe:

>�> [re, im] = nyquist(transmitancja_obiektu, w)

przyjmuj¡ warto±ci rzeczywiste (re) i urojone (im) transmitancji widmowej, dla cz¦stotliwo±ci okre-
±lonych w wektorze w. Domy±lnie wykresy Nyquista rysowane s¡ dla pulsacji ω ∈ R, jednak prak-
tyczn¡ interpretacj¦ posiada tylko zakres pulsacji ω ∈ (0,∞). Negatywne cz¦stotliwo±ci mo»na
ukry¢ na wykresie, wykorzystuj¡c menu kontekstowe wykresu (opcja Show).

2.1 Za pomoc¡ polecenia tf utworzy¢ w Matlabie obiekty o transmitancjach podanych w kolej-
nych punktach zadania. Dla ka»dego z elementów wykona¢ symulacj¦ wykresów Bodego, za
pomoc¡ polecenia bode, oraz charakterystyk Nyquista, za pomoc¡ polecenia nyquist. Prze-
analizowa¢ wpªyw zmiany warto±ci parametrów danych transmitancji.

2.2 Obiekt proporcjonalny (parametr k):

G(s) = k

2.3 Obiekt inercyjny I-go rz¦du (parametry k i T ):

G(s) = k
sT+1

2.4 Obiekt inercyjny II-go rz¦du (parametry k i T ):

G(s) = k
(sT+1)2

2.5 Obiekt oscylacyjny (parametry k, Tn, ξ):

G(s) = k
s2T 2

n+2ξTns+1

1Parametr w jest opcjonalny.
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2.6 Obiekt inercyjny 5-tego rz¦du (parametry k i T ):

G(s) = k
(sT+1)5

2.7 Obiekt caªkuj¡cy idealny (parametr k):

G(s) = k
s

2.8 Obiekt caªkuj¡cy rzeczywisty (parametry k i T ):

G(s) = k
s(sT+1)

2.9 Obiekt ró»niczkuj¡cy rzeczywisty (parametry k i T ):

G(s) = sk
sT+1 .

3 Okre±lanie zwi¡zku pomi¦dzy charakterystykami Bodego a

charakterystyk¡ amplitudowo-fazow¡

Relacj¦ pomi¦dzy charakterystykami Bodego, przedstawiaj¡cymi warto±ci Lm(ω) i ϕ(ω) w zale»-
no±ci od warto±ci ω, a wykresem Nyquista, prezentuj¡cymi warto±ci P (ω) i Q(ω), mo»na mo»na
otrzyma¢ na bazie równania 7. Równania okre±laj¡ce zwi¡zek pomi¦dzy warto±ciami Lm(ω) i ϕ(ω),
a P (ω) i Q(ω) przedstawiono równaniem 9.

Lm(ω) = 20log10 |G(jω)| = 20log10
√
P 2(ω) +Q2(ω)

ϕ(ω) = arctan Q(ω)
P (ω)

(9)

3.1 Utworzy¢ w Matlabie obiekt ró»niczkuj¡cy rzeczywisty o transmitancji:

G(s) = 3s
6s+1

3.2 Utworzy¢ wektor cz¦stotliwo±ci w zawieraj¡cy warto±ci od 10−2 do 10. Wykorzysta¢ polece-
nie logspace.

3.3 Utworzy¢ wektor re zawieraj¡cy warto±ci rzeczywiste transmitancji widmowej oraz wektor
im, zawieraj¡cy warto±ci urojone. Wykorzysta¢ polecenie nyquist.

3.4 Zmieni¢ rozmiar wektorów re oraz im tak, aby ich dªugo±¢ odpowiadaªa dªugo±ci wektora w.
Wykorzysta¢ polecenie reshape.

3.5 Obliczy¢ warto±¢ moduªu Lm(w) w skali logarytmicznej.

3.6 Za pomoc¡ polecenia semilogx, utworzy¢ wykres zale»no±ci moduªu Lm(w) od cz¦stotliwo±ci
w, którego o± x b¦dzie wyra»ona w skali logarytmicznej. Nada¢ linii kolor czerwony

3.7 Porówna¢ uzyskany wykres, z wykresem otrzymanym za pomoc¡ polecenia bode (wykorzysta¢
funkcj¦ hold on).
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Dodatek A

Charakterystyki cz¦stotliwo±ciowe podstawowych obiektów dynamicznych

Nazwa obiektu Charakterystyki Bodego
Charakterystyka

amplitudowo-fazowa

Proporcjonalny

Inercyjny I-go
rz¦du

Opó¹niaj¡cy

Oscylacyjny

Caªkuj¡cy
idealny

Caªkuj¡cy
rzeczywisty

Ró»niczkuj¡cy
rzeczywisty

Tablica 1: Charakterystyki cz¦stotliwo±ciowe podstawowych obiektów dynamicznych.
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Dodatek B

Przykªady wyznaczania wykresów Bodego i Nyquista

Obiekt proporcjonalny

Transmitancja operatorowa obiektu proporcjonalnego przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

G(s) = k.

Dla obiektu mo»na równie» zapisa¢ transmitancj¦ widmow¡ w formie:

G(jω) = k = k + j0 = kej0.

Na tej bazie mo»na okre±li¢ warto±ci cz¦±ci rzeczywistej P (ω) i urojonej Q(ω) obiektu:

P (ω) = k, Q(ω) = 0,

co przedstawia wykres charakterystyki amplitudowo-fazowej w Dodatku A.
Aby wykre±li¢ charakterystyki Bodego, nale»y obliczy¢ warto±ci moduªu Lm(ω) w skali loga-

rytmicznej oraz fazy ϕ(ω) obiektu:

Lm(ω) = 20log |G(jω)| = 20log(k),

ϕ(ω) = arctan
Q(ω)

P (ω)
= arctan

0

k
= 0.

Zatem, zarówno moduª jak i faza obiektu, s¡ niezmienne wzgl¦dem cz¦stotliwo±ci, co przedsta-
wiaj¡ linie proste charakterystyk Bodego obiektu proporcjonalnego.

Obiekt inercyjny I-go rz¦du

Transmitancja operatorowa obiektu inercyjnego I-go rz¦du jest postaci:

G(s) =
k

1 + sT
.

Mo»na równie» zapisa¢ transmitancj¦ widmow¡, w formie:

G(jω) =
k

1 + jωT
=

k(1− jωT )
(1 + jωT )(1− jωT )

=
k(1− jωT )
1 + ω2T 2

=
k

1 + ω2T 2
−j ωkT

1 + ω2T 2
= P (ω)+jQ(ω).

Z powy»szego równania wynikaj¡ nast¦puj¡ce postaci cz¦±ci rzeczywistej i urojonej:

P (ω) =
k

1 + ω2T 2
, Q(ω) = − ωkT

1 + ω2T 2
.

Przy zaªo»eniu, »e rozpatrywane b¦d¡ tylko cz¦stotliwo±ci dodatnie, mo»na wywnioskowa¢, »e
Q(ω) ≤ 0.

Nast¦pnie na podstawie P (ω) mo»na obliczy¢ ω:

P (ω) + P (ω)ω2T 2 = k,

ω =

√
k − P (ω)
P (ω)T 2

.
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Po podstawieniu ω do Q(ω), mo»na otrzyma¢:

Q(ω) = −

√
k−P (ω)
P (ω)T 2 kT

1 + k−P (ω)
P (ω)T 2 T 2

= −

√
k−P (ω)
P (ω) k

1 + k−P (ω)
P (ω)

= −
k
√

k−P (ω)
P (ω)

k
P (ω)

= −
√
kP (ω)− P 2(ω).

Nast¦pnie przez podniesienie do drugiej pot¦gi obu stron równania, otrzymuje si¦:

Q2 = kP − P 2.

Po dopeªnieniu wzoru na kwadrat sumy:

Q2 + P 2 − kP +
1

4
k2 − 1

4
k2 = 0

otrzyma¢ mo»na równanie koªa:

Q2 + (P − 1

2
k)2 = (

1

2
k)2.

Z przeprowadzonych wy»ej oblicze« wynika, »e charakterystyka Nyquista przyjmuje posta¢
okr¦gu o promieniu k

2 oraz o ±rodku w punkcie (k2 , 0). Jednak przy uwzgl¦dnieniu wcze±niej
przyj¦tego zaªo»enia, »e Q(ω) ≤ 0 mo»na wywnioskowa¢, »e charakterystyka amplitudowo-fazowa
przyjmuje posta¢ poªowy okr¦gu (Dodatek A).

Wykre±lanie charakterystyk Bodego rozpoczyna si¦ od obliczenia warto±ci moduªu transmitancji
w skali logarytmicznej:

Lm(ω) = 20log |G(jω)| = 20log

√(
k

1+ω2T 2

)2
+
(

ωkT
1+ω2T 2

)2
=

= 20log
√

k2+ω2k2T 2

(1+ω2T 2)2
= 20log

√
k2(1+ω2T 2)

(1+ω2T 2)2
= 20log

(
k√

1+ω2T 2

)
=

= 20log(k)− 20log
√
1 + ω2T 2 = Lm1(ω) + Lm2(ω).

Ze wzgl¦du na skomplikowan¡ posta¢ wyra»enia, dzieli si¦ je na dwie skªadowe. Ka»d¡ ze skªa-
dowych przedstawia si¦ w formie wykresu, natomiast charakterystyka cz¦stotliwo±ciowa amplitudy
Lm(ω) jest ich sum¡. Skªadowa staªa Lm1(ω) jest przedstawiona w postaci linii prostej (Rys.
1). Dla wyra»enia Lm2(ω) nale»y rozpatrzy¢ dwa przypadki. Pierwszy to ten, w którym wi¦ksze
znaczenie w argumencie logarytmu ma warto±¢ 1, tzn:

1� ω2T 2 → ω � 1
T , wówczas 20log

√
1 + ω2T 2 ≈ 20log

√
1 = 0.

W drugim przypadku, wi¦ksze znaczenie posiada element cz¦stotliwo±ci ω2T 2:
1� ω2T 2 → ω � 1

T , wówczas −20log
√
1 + ω2T 2 ≈ −20log

√
ω2T 2 = −20log(ωT ).

Zatem skªadowa Lm2(ω) przyjmuje warto±¢ 0 dla maªych warto±ci cz¦stotliwo±ci ω � 1
T , na-

tomiast dla wy»szych cz¦stotliwo±ci przyjmuje posta¢ prostej, której nachylenie nale»y obliczy¢.
Nachylenie liczone jest dla jednej dekady, np.:

Lm(10ω)− Lm(ω) = (20log(k)− 20log(10Tω))− (20log(k)− 20log(Tω)) =

= −20log(10Tω) + 20log(Tω) = 20log( Tω
10Tω ) = −20log(10) = −20dB/dekadę.

Wykres skªadowej Lm2(ω) oraz Lm(ω) zostaª przedstawiony na Rys. 1.
Aby wykre±li¢ charakterystyk¦ fazow¡, nale»y obliczy¢ faz¦ obiektu w zale»no±ci od cz¦stotliwo-

±ci:

ϕ(ω) = arctan
Q(ω)

P (ω)
= arctan

− ωkT
1+ω2T 2

k
1+ω2T 2

= arctan
−ωkT
k

= arctan(ωT ).
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Rysunek 1: Charakterystyki Bodego obiektu inercyjnego I-go rz¦du.

Obiekt caªkuj¡cy z inercj¡ (charakterystyka Nyquista)

Wniektórych przypadkach posta¢ cz¦±ci rzeczywistej i urojonej transmitancji widmowej obiektu jest
zbyt skomplikowana, aby obliczy¢ prost¡ relacj¦ pomi¦dzy P (ω) a Q(ω). Dlatego charakterystyka
Nyquista jest wyznaczana na podstawie punktów charakterystycznych. Przykªadem obrazuj¡cym
taki przypadek jest obiekt caªkuj¡cy z inercj¡:

G(s) =
k

s(1 + sT )
.

Mo»na zapisa¢ jego transmitancj¦ widmow¡ w formie:

G(jω) = k
jω(1+jωT ) ·

−j
−j = −jk

ω(1+jωT ) =
−jk(1−jωT )

ω(1+jωT )(1−jωT ) =
−jk(1−jωT )
ω(1+ω2T 2) =

= −ωkT
ω(1+ω2T 2) − j

k
ω(1+ω2T 2) = P (ω) + jQ(ω).

Zatem cz¦±ci rzeczywista i urojona przyjmuj¡ poni»sz¡ posta¢.

P (ω) =
−ωkT

ω (1 + ω2T 2)
, Q(ω) = − k

ω (1 + ω2T 2)
.

Oblicza si¦ ich warto±ci tylko dla pewnych charakterystycznych warto±ci cz¦stotliwo±ci, jak
opisano poni»ej.

P (ω) |ω=0= −kT, Q(ω) |ω=0= −∞

P (ω) |ω= 1
T
= −kT

2
, Q(ω) |ω= 1

T
= −kT

2

P (ω) |ω→∞= 0, Q(ω) |ω→∞= 0


