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�WICZENIE 4
Odpowiedzi czasowe podstawowych elementów dynamicznych.

�wiczenie ma na celu poznanie odpowiedzi skokowych i impulsowych podstawowych elementów
dynamicznych. Podczas ¢wiczenia przebadany zostanie wpªyw zmiany parametrów obiektów na te
charakterystyki. W ¢wiczeniu przedstawiona zostanie tak»e metoda aproksymacji obiektów iner-
cyjnych wy»szych rz¦dów, za pomoc¡ obiektu inercyjnego I-go rz¦du z opó¹nieniem.

1 Wprowadzenie

W wi¦kszo±ci przypadków mo»liwe jest opisanie ukªadu dynamicznego za pomoc¡ równania ró»-
niczkowego postaci:

an
dny(t)
dtn + an−1

dn−1y(t)
dtn−1 + . . .+ a0y(t) =

= bm
dmu(t)
dtm + bm−1

dm−1u(t)
dtm−1 + . . .+ b0u(t)

(1)

przy czym m ≤ n oraz y(t) jest wyj±ciem ukªadu, natomiast u(t) jest sygnaªem wej±ciowym ukªadu.
Rozwi¡zanie powy»szego równania ró»niczkowego caªkowicie okre±la wªa±ciwo±ci dynamiczne,

czyli zachowanie dynamiczne, badanego ukªadu. Cz¦sto jednak potrzebna jest znajomo±¢ wªa-
±ciwo±ci ogólnych ukªadu, niezale»nych od rodzaju wymuszenia. Z tego wzgl¦du wykorzystuje si¦
przeksztaªcenie caªkowe Laplace'a, dzi¦ki któremu wªa±ciwo±ci dynamiczne ukªadu s¡ przedstawione
w sposób przejrzysty.

Przy zaªo»eniu zerowych warunków pocz¡tkowych, po zastosowaniu przeksztaªcenia Laplace'a,
równanie (1) mo»na przedstawi¢ w postaci:

Y (s) =
bms

m + bm−1s
m−1 + . . .+ b1s+ b0

ansn + an−1sn−1 + . . .+ a1s+ a0
U(s). (2)

Stosunek transformaty Laplace'a wielko±ci wyj±ciowej Y (s) ukªadu do transformaty Laplace'a wiel-
ko±ci wej±ciowej U(s) ukªadu, przy zerowych warunkach pocz¡tkowych, nazywana jest transmitan-
cj¡ operatorow¡ ukªadu G(s):

G(s) =
Y (s)

U(s)
. (3)
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Pierwiastki licznika transmitancji nazywane s¡ zerami transmitancji, natomiast pierwiastki mia-
nownika okre±la si¦ mianem biegunów transmitancji.

Transmitancja operatorowa, lub inaczej funkcja przej±cia, nie zale»y od postaci sygnaªu wej-
±ciowego x(t). Dla danego ukªadu transmitancja jest wielko±ci¡ staª¡ zale»n¡ jedynie od natury
�zycznej ukªadu, a wi¦c od równania ró»niczkowego i parametrów ukªadu. Znaj¡c transmitancj¦
G(s) oraz sygnaª wej±ciowy u(t), mo»na wyznaczy¢ odpowied¹ ukªadu y(t) korzystaj¡c z nast¦pu-
j¡cej relacji:

y(t) = α−1 {G(s)α[u(t)]} . (4)

Wªa±ciwo±ci ukªadów liniowych mo»na opisa¢ nie tylko za pomoc¡ równa« lub transmitancji, ale
równie» za pomoc¡ charakterystyk czasowych, a wi¦c przebiegów w czasie odpowiedzi ukªadu na
pewne typowe wymuszenia. Za typowe wymuszenia przyj¦to nast¦puj¡ce sygnaªy:

• skok jednostkowy (inaczej funkcja Heaviside'a): 1(t) =

{
0; t < 0

1; t ≥ 0
;

• impuls Diraca: δ(t) =

{
0; t 6= 0

∞; t = 0
, b¦d¡c¡ pochodn¡ wzgl¦dem czasu skoku jednostkowego.

Dodatkowo sªuszna jest nast¦puj¡ca zale»no±¢:
´∞
−∞ δ(t)dt = 1.

Wa»ne mog¡ si¦ okaza¢ równie» transformaty Laplace'a opisanych wy»ej wymusze«:

α[δ(t)] = 1; (5)

α[1(t)] =
1

s
. (6)

Je»eli wymuszenie dziaªaj¡ce na wej±ciu ukªadu ma posta¢ skoku jednostkowego, wówczas odpo-
wied¹ ukªadu nazwana jest charakterystyk¡ skokow¡ lub odpowiedzi¡ skokow¡ i jest oznaczona jako
h(t). Je±li sygnaª wej±ciowy ukªadu stanowi impuls Diraca, to odpowied¹ ukªadu nazwana jest
charakterystyk¡ impulsow¡ b¡d¹ odpowiedzi¡ impulsow¡ i jest oznaczana przez g(t).

Na bazie relacji zawartych powy»ej, mo»na okre±li¢ ogóln¡ posta¢ odpowiedzi czasowych:

h(t) = α−1
{
1

s
G(s)

}
; (7)

g(t) = α−1 {G(s)} . (8)

Z powy»szych zale»no±ci wida¢, »e charakterystyka impulsowa stanowi oryginaª transmitancji ope-
ratorowej ukªadu. Mo»na równie» zauwa»y¢, »e charakterystyka impulsowa jest pochodn¡ charak-
terystyki skokowej. Równania (7) oraz (8) umo»liwiaj¡ obliczenie analitycznych postaci odpowiedzi
skokowych i impulsowych obiektów dynamicznych o znanej transmitancji.
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2 Badanie odpowiedzi czasowych podstawowych liniowych

obiektów dynamicznych SISO

Specjalnym rozszerzeniem pakietu Matlab, opracowanym z my±l¡ o modelowaniu, symulacji i dobo-
rze ukªadów sterowania jest pakiet narz¦dziowy Control System Toolbox. Jest to zbiór algorytmów,
zapisanych przewa»nie w postaci m-plików, stanowi¡cych implementacj¦ mechanizmów powszechnie
spotykanych przy opracowywaniu, analizie i modelowaniu ukªadów regulacji automatycznej. Sys-
temy sterowania mog¡ by¢ modelowane zarówno jako systemy ci¡gªe jak i dyskretne, przy czym
mo»liwa jest oczywi±cie konwersja mi¦dzy ró»nymi formatami modelu. Dzi¦ki pakietowi Control
System Toolbox mo»liwe jest badanie odpowiedzi czasowych, cz¦stotliwo±ciowych, lokowanie bie-
gunów, opracowywanie sterowa« optymalnych i wiele innych.

Do tworzenia modeli obiektów liniowych dedykowane s¡ funkcje tf, zpk oraz ss. Funkcja ss sªu»y
do generowania modelu w przestrzeni stanów i nie b¦dzie szerzej opisywana w tym opracowaniu.

Funkcja tf pozwala na modelowanie obiektów liniowych za pomoc¡ transmitancji. Przy wy-
woªaniu tej funkcji jako pierwszy parametr podaje si¦ wektor zawieraj¡cy kolejne wspóªczynniki
wielomianu licznika transmitancji, natomiast drugi parametr powinien zawiera¢ wektor ze wspóª-
czynnikami wielomianu mianownika transmitancji ukªadu. Przykªadowy model utworzony za po-
moc¡ tej funkcji mo»e wygl¡da¢ nast¦puj¡co:

>�> licznik = [3 2 1];

>�> mianownik = [5 4 3 2 1 0];

>�> transmitancja_obiektu = tf(licznik, mianownik)

Transfer function:

3 s^2 + 2 s + 1

---------------------------------

5 s^5 + 4 s^4 + 3 s^3 + 2 s^2 + s

Warto zauwa»y¢, »e wspóªczynniki wielomianów podaje si¦ rozpoczynaj¡c od tego, który stoi przy
najwy»szej pot¦dze zmiennej operatorowej s, w kolejno±ci ku wykªadnikom malej¡cym. Je±li dany
wielomian nie zawiera której± z pot¦g zmiennej operatorowej s, wtedy w wektorze nale»y wpisa¢ 0.

Dodatkowo, wywoªuj¡c funkcj¦ tf mo»na okre±li¢ warto±¢ opó¹nienia czªonu opó¹niaj¡cego:

>�> transmitancja_obiektu = tf([2 1], [1 1 10], 'OutputDelay', 1.5)

Transfer function:

exp(-1.5*s)*

2 s + 1

------------

s^2 + s + 10

W celu wygenerowania modelu obiektu w postaci dyskretnej, nale»y poda¢ trzeci parametr, b¦d¡cy
czasem próbkowania, dla którego model ma by¢ wygenerowany, jak w przykªadzie poni»ej:

>�> czas_probkowania = 2;

>�> transmitancja_obiektu = tf(licznik, mianownik, czas_probkowania)

Transfer function:

3 z^2 + 2 z + 1

---------------------------------

5 z^5 + 4 z^4 + 3 z^3 + 2 z^2 + z

Sampling time: 2

Jak wida¢, utworzony model wykorzystuje dyskretn¡ zmienn¡ operatorow¡ z w przeciwie«stwie do
modelu ci¡gªego, opartego na zmiennej s.
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Inn¡ funkcj¡ sªu»¡c¡ do tworzenia transmitancji modelu, jest funkcja zpk. Tworzy ona model
w oparciu o 3 wektory podane jako parametry w wywoªaniu tej funkcji. Pierwszy wektor zawiera
zera transmitancji, drugi � bieguny, natomiast trzeci parametr to wektor wzmocnie«. Podobnie jak
w przypadku funkcji tf, mo»liwe jest równie» generowanie modelu w postaci dyskretnej, co wymaga
podania czwartego parametru, b¦d¡cego okresem próbkowania.

>�> zera = [1 2 3];

>�> bieguny = [-1 1 -2 4];

>�> wzmocnienia = [2];

model_zpk = zpk(zera, bieguny, wzmocnienia)

Zero/pole/gain:

2(s-1)(s-2)(s-3)

-----------------------

(s+1)(s+2)(s-1)(s-4)

Po utworzeniu transmitancji obiektu mo»na przebada¢ jego odpowiedzi czasowe. Funkcja step sªu»y
do obliczania odpowiedzi skokowej, a funkcja impulse � odpowiedzi impulsowej obiektu.

>�> step(transmitancja_obiektu)

>�> impulse(transmitancja_obiektu)

Funkcje wywoªane bez podania argumentów wyj±ciowych, powoduj¡ otworzenie nowego okna wy-
kresu zawieraj¡cego odpowiednie odpowiedzi czasowe. W przypadku wywoªania funkcji z parame-
trami wyj±ciowymi:

>�> [y, t] = step(transmitancja_obiektu)

>�> [y, t] = impulse(transmitancja_obiektu)

nast¡pi przypisanie zmiennej y warto±ci odpowiedzi (skokowej lub impulsowej), a zmiennej t wek-
tora czasu wykorzystanego w symulacji. Nowe okno wykresu nie zostanie otwarte a nowy wykres
nie zostanie stworzony. Funkcje mo»na wywoªa¢ równie» bez podawania argumentu wyj±ciowego t.

2.1 Za pomoc¡ polecenia tf utworzy¢ w Matlabie obiekty o transmitancjach podanych w ko-
lejnych punktach zadania. Dla ka»dego z elementów wykona¢ symulacj¦ odpowiedzi impul-
sowej, za pomoc¡ polecenia impulse, oraz odpowiedzi skokowej, za pomoc¡ polecenia step.
Przeanalizowa¢ wpªyw zmiany warto±ci parametrów danych transmitancji, posªuguj¡c si¦
poleceniem hold on.

2.2 Obiekt proporcjonalny (parametr k):

G(s) = k

2.3 Obiekt inercyjny I-go rz¦du (parametry k i T ):

G(s) = k
sT+1

2.4 Obiekt inercyjny II-go rz¦du (parametry k i T ):

G(s) = k
(sT+1)2

2.5 Obiekt oscylacyjny (parametry k, Tn, ξ):

G(s) = k
s2T 2

n+2ξTns+1
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2.6 Obiekt inercyjny 5-tego rz¦du (parametry k i T ):

G(s) = k
(sT+1)5

2.7 Obiekt caªkuj¡cy idealny (parametr k):

G(s) = k
s

2.8 Obiekt caªkuj¡cy rzeczywisty (parametry k i T ):

G(s) = k
s(sT+1)

2.9 Obiekt ró»niczkuj¡cy rzeczywisty (parametry k i T ):

G(s) = sk
sT+1 .

3 Aproksymacja statycznego obiektu inercyjnego wy»szego

rz¦du za pomoc¡ obiektu inercyjnego pierwszego rz¦du z

opó¹nieniem

Cz¦sto w praktyce stosuje si¦ uproszczenie modelu obiektów nieoscylacyjnych wy»szego rz¦du.
Uproszczenie to zmniejsza zªo»ono±¢ struktury modelu oraz ilo±¢ zastosowanych parametrów. Mo»-
liwe jest przybli»enie transmitancji operatorowej elementu inercyjnego n-tego rz¦du (n > 1) trans-
mitancj¡ elementu inercyjnego I-go rz¦du z opó¹nieniem, przy zachowaniu bardzo zbli»onych wªa±ci-
wo±ci dynamicznych. Ogólnie zadanie aproksymacji polega na zast¡pieniu obiektu o transmitancji:

G(s) = k
(1+sT1)(1+sT2)...(1+sTn)

obiektem inercyjnym I-go rz¦du z opó¹nieniem, o transmitancji danej wzorem:

Ga(s) =
k

(1+sT )e
−sT0 .

Aproksymacji dokonuje si¦ na bazie odpowiedzi skokowej obiektu aproksymowanego. Aby okre±li¢
parametry T i T0 nale»y na odpowiedzi skokowej obiektu inercyjnego wy»szego rz¦du (Rys. 1)
wyznaczy¢ punkt przegi¦cia (punkt A) i wykre±li¢ styczn¡ w tym punkcie (BC).

Algorytm aproksymacji skªada si¦ z nast¦puj¡cych kroków:

• wykre±lenie odpowiedzi skokowej obiektu oryginalnego (aproksymowanego);

• wykre±lenie odpowiedzi impulsowej obiektu oryginalnego (odpowied¹ impulsowa jest pochodn¡
odpowiedzi skokowej);

• odczytanie czasu, w którym odpowied¹ impulsowa przyjmuje maksymaln¡ warto±¢ (odpo-
wiada czasowi punktu przegi¦cia wykresu odpowiedzi skokowej [punkt A z Rys. 1]);

• odczytanie maksymalnej warto±ci odpowiedzi impulsowej (równoznaczne z warto±ci¡ wspóª-
czynnika nachylenia prostej stycznej do punktu przegi¦cia odpowiedzi skokowej);

• wykre±lenie stycznej BC na bazie odczytanych warto±ci (z równania krzywej y = ax+b, gdzie
a jest odczytane w poprzednim punkcie, natomiast b mo»na obliczy¢ na bazie wspóªrz¦dnych
punktu A z Rys. 1);

• odczytanie czasu T0 w punkcie B;

• odczytanie czasu T pomi¦dzy punktami B i C;
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Rysunek 1: Ideowe przedstawienie aproksymacji w oparciu o odpowied¹ skokow¡ obiektu. Linia ci¡-

gªa � odpowied¹ skokowa obiektu inercyjnego wy»szego rz¦du, linia przerywana � odpowied¹ skokowa

obiektu inercyjnego I-go rz¦du z opó¹nieniem.

• zamodelowanie obiektu inercyjnego I-go rz¦du przybli»aj¡cego obiekt oryginalny, na bazie
otrzymanych warto±ci.

3.1 Dokona¢ aproksymacji obiektu inercyjnego IV-go rz¦du o transmitancji:

G(s) = k
(sT1+1)4

za pomoc¡ obiektu o transmitancji:

Ga(s) =
k

(sT+1)e
−sT0

dla wybranych warto±ci k oraz T1. Okre±li¢ parametry T oraz T0 obiektu inercyjnego I-go
rz¦du z opó¹nieniem.

3.2 Porówna¢ odpowiedzi skokowe obu obiektów za pomoc¡ ±rodowiska Simulink. Do budowy
obiektów nale»y wykorzysta¢ bloki TransferFcn i TransportDelay biblioteki Continuous. Na-
st¦pnie nale»y poda¢ na wej±cie obiektów skok jednostkowy: blok Step w bibliotece Sources.
Odpowied¹ eksportowa¢ do Workspace za pomoc¡ bloku To Workspace z biblioteki Sinks.
Wykresy umie±ci¢ na wspólnym oknie wykresu posªuguj¡c si¦ poleceniami plot oraz hold on.
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Dodatek

Odpowiedzi czasowe podstawowych obiektów dynamicznych

Nazwa obiektu Odpowied¹ impulsowa Odpowied¹ skokowa

Proporcjonalny

Inercyjny I-go
rz¦du

Inercyjny
II-go rz¦du

Oscylacyjny

Caªkuj¡cy
idealny

Caªkuj¡cy
rzeczywisty

Ró»niczkuj¡cy
rzeczywisty

Tablica 1: Odpowiedzi czasowe podstawowych obiektów dynamicznych.


